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Des poutres flexibles aux fils extensibles :
une hie´rarchie de mode`les asymptotiques
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From flexible beams to extensible strings : a hierarchy of asymptotic models
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Re´sume´ On s’inte´resse a` des cylindres e´lastiques (homoge`nes, isotropes) e´lance´s soumis
a` des charges conservatives d’intensite´ variable. En se plac¸ant dans le cadre de
l’e´lastostatique non line´aire (en grands de´placements), on construit, a` l’aide de
techniques de de´veloppements asymptotiques et suivant l’ordre de grandeur des
forces applique´es, une hie´rarchie de cinq mode`les asymptotiques unidimensionnels
allant de la the´orie line´aire des poutres fle´chies a` celle des fils extensibles.
Mots cle´s : E´lasticite´ non line´aire, the´orie des poutres, de´veloppements asymp-
totiques
Abstract We consider slender (homogeneous, isotropic) elastic cylinders submitted to
conservative forces the intensity of which is a parameter. In the framework of
the nonlinear three dimensional theory of elastostatic, by using asymptotic ex-
pansions methods, we obtain a hierarchy — depending on the order of magnitude
of the applied forces — of five asymptotic unidimensional models, starting from
the linear theory of flexible beams to the nonlinear theory of extensible strings.
Keywords : Nonlinear elasticity, beams theory, asymptotic expansions
Abridged English Version
Let Ωˆ = Sˆ×(0, L) be the natural reference configuration of an elastic isotropic homogeneous
body, where Sˆ denotes its cross section whose geometric center is (0, 0) and whose outer radius is
R. This body is slender in the sense that its natural length L can be considered large in comparison
to R and then the slenderness parameter ε = R/L small with respect to 1. Its elastic properties
are given by the elastic potential Wˆ from which derives the relation between Piola-Kirchhoff’s
first stress tensor Σˆ and the deformation gradient Fˆ, Σˆ = Wˆ ′(Fˆ). The section Sˆ×{0} is clamped,
while, anywhere else, the body is submitted to a system of body or surface conservative forces the
potential of which is Fˆ . The research of stable equilibrium configuration of this body leads then
to the minimization of the potential energy Pˆ(vˆ) =
∫
Ωˆ
Wˆ (I + ∇ˆvˆ(xˆ)) dxˆ − Fˆ(vˆ) on the set Cˆ of
the admissible configurations. This problem is re-written by introducing variables and quantities
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without physical dimension. Denoting by E the usual Young modulus — which characterizes the
elastic material behavior in the small strain range — and by F the norm of the applied forces, we
consider the ratio η = F/ER2 as the parameter characterizing the relative intensity of the loading.
Assuming that this parameter is of the order of εn, that is η = η¯εn, n ∈ N, η¯ > 0, then the current
problem leads to the following one, parameterized by ε, for given n and η¯ :
Find uε minimizing Pε(v) =
∫
Ω
W (Fε(v)(x))dx− η¯εnFε(v) on Cε,
with x = (xˆ1/R, xˆ2/R, xˆ3/L), v(x) = vˆ(xˆ), W = Wˆ/E, F
ε(v) = Fˆ(vˆ)/FL, while Fε(v) is given
by (1).
The asymptotic analysis of this problem, that is the study of the behavior of uε when ε tends
to 0, is made under the following assumptions on the potential Fε :
1. Fε admits the asymptotic expansion F0 + εF1 + ε2F2 + · · · ;
2. Let Cfl =
{
v : v(x) = V(x3), (V1, V2) ∈ H
2(0, 1)2, V3 = 0,V(0) = V
′(0) = 0
}
. The restric-
tion to Cfl of F
0′(0), derivative of F0 at v = 0, is not 0.
For a function fε that can be expanded as
∑
i∈Z ε
if i, we call order of fε and denote it O (fε) the
inf{i ∈ Z : f i 6= 0}. Assuming that uε admits such an expansion with O (uε) ≥ 0, we successively
obtain :
1. The orders of magnitude. Following the value of n, the order of the displacements uε, the
strains Eε(uε) (defined in (1)), the potential of the applied forces εnFε(uε), the elastic energy
Wε(uε) and the potential energy Pε(uε) are given by the table 1. We note that the displacements
are finite as soon as n ≤ 2 — in fact, O (uε) = max{0;n − 2} — and that the elastic energy is
negligible with respect to the potential of the applied forces when n = 1.
2. The forms of uε. Then, the first term(s) of uε’s expansion has(have) the simplified form(s)
given in the table 2. In particular the fist term (denoted from now by U) depends only on x3, its
third component vanishes when n ≥ 3 and it is inextensional (‖e3 +U
′‖ = 1) when n = 1 or 2.
3. The limit problems. The first term U is solution of a minimization problem depending on the
value of n. In other words we obtain different asymptotic models :
- When n ≥ 3, the slender elastic cylinder behaves like a linear flexible beam, see (3) ;
- When n = 2, we obtain the nonlinear model of an inextensible, flexible bar, see (4) ;
- When n = 1, the response of the slender elastic cylinder is like that of an inextensible string,
see (5) ;
- Finally, when n = 0, we have to find the stable equilibrium of an extensible string the elastic
potential of which is given by (6).
Pre´sentation
Le proble`me re´el. On conside`re un corps e´lastique occupant dans une configuration de re´fe´rence
naturelle le cylindre Ωˆ = Sˆ×(0, L), Sˆ e´tant sa section (ouvert connexe) de centre (0, 0) et de rayon
exte´rieur R, L sa longueur. La section Sˆ×{0} est fixe´e a` un support rigide fixe tandis que par ailleurs
le corps est soumis a` un syste`me de forces (volumiques ou surfaciques) conservatives caracte´rise´es
par leur potentiel Fˆ . Le comportement e´lastique est donne´ par le potentiel Wˆ dont de´rive la
relation entre le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff Σˆ et le tenseur gradient de la
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transformation Fˆ : Σˆ = Wˆ ′(Fˆ). Le tenseur de de´formation de Green-Saint Venant est note´ Eˆ :
2Eˆ = FˆT Fˆ− I. Les potentiels Fˆ et Wˆ posse`dent les proprie´te´s (classiques) suivantes :
1. Wˆ est re´gulier, non ne´gatif, ne de´pend en fait que de Eˆ, est nul en Eˆ = 0 et admet au
voisinage de Eˆ = 0 le de´veloppement 2Wˆ (Fˆ) = λTr(Eˆ)2 + 2µEˆ · Eˆ + o(Eˆ · Eˆ), avec µ > 0 et
3λ+ 2µ > 0, λ et µ e´tant les coefficients de Lame´ usuels. On note E le module d’Young associe´.
2. Fˆ est une fonction de´finie sur l’ensemble Cˆ des de´placements admissibles (i.e. ceux d’e´nergie
e´lastique finie, ve´rifiant la condition d’encastrement en Sˆ × {0} et celle de “non-retournement”
det Fˆ > 0). Elle est re´gulie`re, nulle lorsque le corps est dans sa configuration de re´fe´rence (i.e.
pour le de´placement nul), sa de´rive´e en 0, note´e Fˆ ′(0), est une forme line´aire continue non nulle
sur l’ensemble des de´placements de H1(Ωˆ;R3) ve´rifiant la condition d’encastrement. La norme de
Fˆ ′(0ˆ) est note´e F .
3. Wˆ posse`de les “bonnes” proprie´te´s de (poly- ou quasi-)convexite´ et de coercivite´ , et, Fˆ celles
de croissance a` l’infini de fac¸on a` ce que l’existence de position(s) d’e´quilibre stable soit assure´e.
On n’e´tudie que les configurations d’e´quilibre correspondant a` un minimum global de l’e´nergie
potentielle. Autrement dit on a a` minimiser Pˆ(vˆ) =
∫
Ωˆ
Wˆ (I+ ∇ˆvˆ(xˆ)) dxˆ− Fˆ(vˆ) sur Cˆ.
Le proble`me parame´tre´. Afin de pre´parer l’e´tude asymptotique qui suit, on re´e´crit le proble`me
en introduisant des grandeurs sans dimension dont deux, ε et η, caracte´risant l’e´lancement du
cylindre et l’intensite´ du chargement, sont prises comme parame`tres :
1. A xˆ ∈ Ωˆ on associe x = (xˆ1/R, xˆ2/R, xˆ3/L) ∈ Ω = S×(0, 1), a` vˆ : Ωˆ → R
3 on associe
v : Ω → R3 par v(x) = vˆ(xˆ)/L et on introduit le parame`tre d’e´lancement ε = R/L. Le gradient
de la transformation Fˆ(vˆ) et le tenseur de de´formation Eˆ(vˆ) associe´s a` vˆ deviennent alors :
Fε(v) = I+
(
1
ε
∂v
∂x1
1
ε
∂v
∂x2
∂v
∂x3
)
, 2Eε(v) = Fε(v)TFε(v)− I, (1)
alors que l’ensemble Cˆ des vˆ admissibles devient l’ensemble Cε des v admissibles dont la de´pendance
en ε tient a` la condition de non retournement detFε(v) ≥ 0.
2. Aux potentiels Wˆ et Fˆ on associe les potentiels W et Fε (ce dernier de´pendant en ge´ne´ral
de ε) par les relations : W = Wˆ/E , Fε(v) = Fˆ(vˆ)/FL. En introduisant le parame`tre d’inten-
site´ des forces η = F/ER2, l’e´nergie potentielle Pˆ(vˆ) peut s’e´crire ER2LPεη(v) avec Pεη(v) =
Wε(v)− ηFε(v) et Wε(v) =
∫
Ω
W (Fε(v)(x))dx. On s’est donc ramene´ a` la recherche de uεη ∈ Cε
minimisant Pεη, proble`me de minimisation parame´tre´ par ε et η.
Analyse asymptotique
La de´marche asymptotique. Le parame`tre ε est suppose´ petit devant 1 et choisi comme infini-
ment petit de re´fe´rence. Pour toute fonction fε de´veloppable en puissances entie`res relatives de ε,
on appelle ordre de la fonction le plus petit entier relatif O (fε) dont le coefficient du de´veloppement
est non nul : fε =
∑
i∈Z ε
if i, O (fε) = inf{i ∈ Z : f i 6= 0}. On suppose que le potentiel Fε admet
un tel de´veloppement, et, quitte a` renormaliser F , que O (Fε) = 0. Afin d’e´liminer les cas particu-
liers, on fait de plus une hypothe`se supple´mentaire sur le premier terme F0, hypothe`se qui revient
a` supposer que les forces exerce´es travaillent dans des “petits” de´placements inextensionnels :
Hypothe`se. Soit Cfl =
{
v : v(x) = V(x3), (V1, V2) ∈ H
2(0, 1)2, V3 = 0,V(0) = V
′(0) = 0
}
. On
suppose que la restriction a` Cfl de F
0′(0), de´rive´e de F0 en v = 0, n’est pas nulle.
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Le comportement de uεη au voisinage de ε = 0 de´pend de manie`re essentielle de l’ordre de
grandeur de η. L’objectif principal de l’e´tude est d’e´tudier cette de´pendance. Comme on veut faire
varier ce parame`tre depuis 0 jusqu’a` des valeurs arbitrairement grandes, on a a` le comparer aux
puissances de ε. On le conside`re donc comme une fonction donne´e ηε de ε. Ici on se limite au cas
ou` ηε est proportionnel a` une puissance entie`re de ε, ηε = η¯εn, n ∈ N, η¯ > 0, l’entier n et le re´el η¯
devenant les nouveaux parame`tres de chargement. On notera qu’en n’envisageant que des valeurs
positives de n, on renonce a` e´tudier le cas des “grands” chargements. Pour n et η¯ fixe´s, il s’agit
donc d’e´tudier le comportement asymptotique, lorsque ε tend vers 0, de uε minimisant sur Cε :
Pε(v) = −
∫
Ω
W (Fε(v)(x))dx− η¯εnFε(v). (2)
On postule un de´veloppement de uε en puissances entie`res de ε, uε = u0+ εu1+ ε2u2+ · · · , et
on cherche le(s) premier(s) terme(s) non nul(s) de son de´veloppement — c’est cette caracte´risation
des premiers termes que l’on appelle mode`le asymptotique. Pour cela, on e´crit le proble`me de
minimisation (2) en envisageant des champs admissibles re´guliers vε de´veloppables en puissances
entie`res de ε : vε = v0 + εv1 + ε2v2 + · · · .
Les ordres de grandeur. La premie`re e´tape consiste a` e´valuer les ordres des diffe´rentes e´nergies
associe´es a` de tels vε. Graˆce a` l’hypothe`se sur F0, on peut choisir des vε tels que O (εnFε(vε)) =
O (Pε(vε)) = n + max{0;n − 2} et Pε(vε) < 0. Pour l’optimum uε, on en de´duit finalement le
tableau des ordres de grandeur suivant :
n O (uε) O (Eε(uε)) O (εnFε(uε)) O (Wε(uε)) O (Pε(uε))
n ≥ 2 n− 2 n− 1 2n− 2 2n− 2 2n− 2
1 0 1 1 2 1
0 0 0 0 0 0
Tableau 1. Ordre des grandeurs suivant l’intensite´ du chargement.
Table 1. Orders of magnitude versus the order of magnitude of the loading.
On note que les de´placements sont d’ordre 0 de`s que le chargement est d’ordre infe´rieur ou e´gal a`
2, et, que l’e´nergie e´lastique est toujours du meˆme ordre que l’e´nergie potentielle sauf quand n = 1
ou` elle est ne´gligeable.
La forme des de´placements optimaux. Pour que les de´formations soient de l’ordre indique´,
il faut que le(s) premier(s) terme(s) du de´veloppement des de´placements soi(en)t d’une forme dont
on donne les principales caracte´ristiques dans le tableau 2 ci-dessous.
n Forme de up(et de up+1), p = max{0;n− 2}
0 u0(x) = U(x3)
1 ou 2
{
u0(x) = U(x3), U
′(x3) = (R(x3)− I)e3, R(x3) matrice de rotation
u1(x) = U¯(x3) + (R(x3)− I)(x− x3e3)
n ≥ 3
{
un−2(x) = U1(x3)e1 + U2(x3)e2
un−1(x) = U¯(x3) + ω(x3)e3∧x− x ·U
′(x3)
Tableau 2. Proprie´te´s des premiers termes du de´veloppement de uε.
Table 2. Properties of the first terms of uε’s expansion.
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On notera que U3 est nul de`s que n ≥ 3 et que U correspond a` un de´placement inextensionnel
quand n = 1 ou 2.
Les premiers termes du de´veloppement. Pour de´terminer le premier terme non nul U du
de´veloppement de uε et e´ventuellement le(s) suivant(s), on envisage des champs vε de la meˆme
forme que uε. Pour un tel champ, les homologues a` U, U¯, R et ω (cf Tableau 2) sont note´s
respectivement V, V¯, Q et φ. Son e´nergie potentielle Pε(vε) est d’un ordre au moins e´gal a`
r = n + max{0;n − 2} = O (Pε(uε)) et le terme d’ordre r de son de´veloppement, note´ Pr[vε],
de´pend des deux ou trois premiers termes du de´veloppement de vε. En le minimisant, on obtient
le(s) premier(s) terme(s) du de´veloppement de uε. Les principaux re´sultats sont pre´sente´s ci-
dessous, suivant les valeurs de n.
1. n ≥ 4. Alors r = 2n−2, les de´placements et les de´formations sont petits, le potentiel des forces
n’intervient que par sa de´rive´e en 0, l’e´nergie e´lastique que par son de´veloppement au voisinage
de E = 0 et P2n−2[vε] de´pend de V, V¯, φ et vn. La minimisation par rapport a` vn conduit aux
(classiques) proble`mes de Saint Venant de flexion, extension et torsion, cf [Geymonat et al., 1987].
La minimisation par rapport a` V¯ et φ fournit U¯3 = 0 et ω = 0, U¯1 et U¯2 restant inde´termine´s.
Enfin, en introduisant la matrice d’inertie ge´ome´trique J de composantes Jαβ =
∫
S
xαxβdx1dx2,
(α, β = 1 ou 2), on montre que U minimise sur Cfl
1
2
∫ 1
0
JαβV
′′
α (x3)V
′′
β (x3)dx3 − η¯F
0′(0)(V). (3)
On reconnaˆıt dans ce proble`me line´aire les e´quations re´gissant la de´flexion d’une poutre e´lastique
sous l’hypothe`se de Navier-Bernoulli de petits de´placements inextensionnels.
2. n = 3. Les re´sultats sont identiques si ce n’est qu’ici U¯3(x3) = −
1
2
∫ x3
0
U′(z) ·U′(z)dz.
3. n = 2. Alors r = 2, les de´placements sont finis, les de´formations sont petites et P2[vε] de´pend
de Q, V¯ et v2. La minimisation par rapport a` v2 conduit ici aussi aux proble`mes de Saint Venant
de flexion, extension et torsion, ce dernier fournissant en particulier le moment d’inertie a` la torsion
J3. La minimisation par rapport a` V¯ fournit (R
T U¯′)3 = 0. Enfin R s’obtient en minimisant sur
{Q : Q(x3) rotation,Q(0) = I}
1
2
∫ 1
0
{
Jαβ(Q
TQ′)3α(x3)(Q
TQ′)3β(x3) +
µ
E
J3(Q
TQ′)12(x3)
2
}
dx3 − η¯F
0(V), (4)
sachant que V(x3) =
∫ x3
0
Q(z)e3dz − x3e3. Le couplage entre la flexion et la torsion n’est effectif
que si la section ne posse`de pas assez de syme´trie. Si elle en posse`de assez de fac¸on a` ce que
J = JI, alors (QTQ′)12 = 0 et l’e´nergie e´lastique se re´duit a` l’e´nergie de flexion comme dans les
cas pre´ce´dents. Le proble`me reste toutefois non line´aire a` cause de la condition d’inextensibilite´
‖e3 +U
′‖ = 1.
4. n = 1. Alors r = 1, les de´placements sont finis, U est inextensionnel, les de´formations sont
petites, l’e´nergie e´lastique est ne´gligeable devant le potentiel des forces. Finalement
U minimise − η¯F0(V) sur {V : 2V ′3 +V
′ ·V′ = 0,V(0) = 0} . (5)
On reconnaˆıt la` le proble`me de recherche de position d’e´quilibre stable d’un fil inextensible.
5. n = 0. Alors r = 0, les de´placements et les de´formations sont finis, P0[vε] de´pend de U et
v1. La minimisation par rapport a` v1 fournit le potentiel e´lastique d’extension du fil W ⋆⋆ : on
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introduit tout d’abord W ⋆(c) = inf{W (F) : F = (a b c) , a,b ∈ R3}, fonction qui, pour des
raisons d’isotropie, ne de´pend que de ‖c‖, est positive, nulle quand ‖c‖ = 1 et vaut +∞ quand
c = 0 ; elle n’est donc pas convexe, W ⋆⋆ est sa convexifie´e et est donc nulle quand ‖c‖ ≤ 1, i.e.
quand le fil est en compression, cf [Acerbi et al., 1991]. U s’obtient alors en minimisant
∫ 1
0
aire(S)W ⋆⋆(e3 +V
′(x3))dx3 − η¯F
0(V) (6)
sur {V : V(0) = 0}, ce qui correspond a` la recherche de position d’e´quilibre stable d’un fil e´lastique.
Remarques finales.
1. On a donc obtenu qu’un cylindre e´lastique ayant un petit parame`tre d’e´lancement ε se
comporte, lorsqu’on lui impose un chargement de l’ordre de εn, tout d’abord (quand n ≥ 3) comme
une poutre line´airement e´lastique en flexion, puis (quand n = 2) comme une tige inextensible,
e´lastiquement flexible en grands de´placements, puis (quand n = 1) comme un fil (parfaitement
flexible) inextensible et enfin (quand n = 0) comme un fil e´lastique. Ces mode`les asymptotiques
peuvent servir aussi a` comparer la re´ponse de diffe´rentes structures dans un environnement donne´.
Seul le mode`le correspondant a` n = 2 peut rendre compte des phe´nome`nes de flambement —
autrement dit le flambement apparaˆıt a` cet ordre de force. Les proprie´te´s e´lastiques du mate´riau
en de´formations finies n’interviennent que dans le mode`le du fil e´lastique, i.e. quand n = 0.
2. L’hypothe`se sur la non nullite´ de F0
′
(0) sert a` e´carter le cas U = 0. La conse´quence est
qu’en dehors du cas n = 0 l’e´nergie d’extension est ne´gligeable devant celle de flexion. Lorsqu’elle
n’est pas satisfaite, les ordres de grandeur changent et donc les mode`les asymptotiques aussi.
En particulier, peuvent alors apparaˆıtre des couplages entre la flexion et l’extension. Le fait que
la configuration naturelle soit cylindrique joue dans les premiers mode`les (n ≥ 2), sans quoi on
obtiendrait des mode`les d’arcs (courbes).
3. Les pre´sents re´sultats rejoignent en les comple´tant les quelques re´sultats partiels que l’on
peut trouver dans la litte´rature sur les the´ories asymptotiques des poutres ou des fils, cf [Cimetie`re
et al., 1988] et ceux de´ja` cite´s. Ils sont a` rapprocher de ceux obtenus par [Fox et al., 1993] dans le
cas des plaques, mais dans un cadre moins ge´ne´ral que le noˆtre puisque le comportement e´lastique
du mate´riau y est re´gi par la loi de Saint Venant-Kirchhoff et que les charges y sont mortes.
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